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Un graphe est dit asymétrique (resp. sans involution) minimal s’il est asymé
trique (resp. sans involution) et qu’aucun de ses sous-graphes induits propres non
triviaux n’a cette propriété. Ce mémoire traite de la classification des graphes
asymétriques minimaux. On y montre en fait qu’il n’existe que neuf graphes asy
métriques minimaux de longueur induite 3 et que ceux-ci sont aussi les seuls
graphes sans involution minimaux de longueur induite 3. Comme il a déjà été
démontré qu’il n’existe qu’un nombre fini de graphes asymétriques minimaux de
longueur induite supérieure ou égale à 4, il est maintenant possible d’affirmer
qu’il n’existe qu’un nombre fini (en effet, il en existe exactement 18) de graphes
asymétriques minimaux et que ceux-ci sont aussi les seuls graphes sans involution
minimaux, démontrant ainsi la conjecture de J. Nesetril sur la finitude de ces
ensembles.
MOTS CLEFS
Automorphisme, graphe asymétrique minimal, graphe sans involution mini
mal, longueur induite, clump.
iv
SUMMARY
A graph is minimal asymmetric (minimal involution-free) if it is asymmetric
(involution-free) but none of its proper non-trivial induced subgraph lias this
property. This M.Sc. thesis is concerned with the classification of the minimal
asymmetric graphs. We show that there is only nine minimal asymmetric graphs of
induced length 3 and that they are at the saine time the only minimal involution
free graplis of induced length 3. As it lias already been shown that there is only
a finite number of minimal asymmetric graphs of induced length greater or equal
to 4, it is now possible to state that the class of minimal asymmetric graphs is
finite (in fact, there are 18 minimal asymmetric graphs) and that these graphs
are at the same time the only minimal involution-free graphs, this proving the
conjecture of J. Nesetril on the finiteness of these sets.
KEY WORDS




En premier lieu, je tiens à remercier mes parents du fond de mon coeur pour
m’avoir permis tout au long de ces années de pouvoir conjuguer les mathéma
tiques et le tennis. Votre support tant financier qu’affectif m’a permis de grandir
en tant qu’être humain.
Un autre merci particulier revient à mon directeur de recherche M. Sahidussi
pour sa patience à mon égard. C’est vraiment grâce à vous si en ce moment je
suis si fier de moi. Vous m’avez appris énormément au cours de cette dernière
année et je vous en suis grandement reconnaissant.
Merci à Samy et Maciek, mes deux grands amis, à Louis et à toutes les autres
personnes qui ont défilé au cours des années dans cette merveilleuse organisation
qu’est l’équipe de tennis des Carabins de l’Université de Montréal. J’ai passé les
plus beaux moments de ma vie jusqu’à maintenant en votre compagnie.
Finalement, merci à tout le monde du département de mathématiques. J’ai








Liste des figures viii
Liste des tableaux ix
Introduction 1
Chapitre 1. Quelques notions en théorie des graphes 4
1.1. Notions de base 4
1.1.1. Graphes et sous-graphes induits 4
1.1.2. Distance, diamètre et longueur induite 5
1.2. Automorphismes 7
1.2.1. Automorphismes et graphes asymétriques Z
1.2.2. Graphes complémentaires 8
1.2.3. Clumps 9
Chapitre 2. Classification des graphes asymétriques minimaux.. 11
2.1. Définition et propriétés 11
2.2. Classification des graphes asvmr .ricue minimaux 15
vii
2.2.1. Longueur induite )516
2.2.2. Longueur induite \ = 4 17
2.2.3. Longueur induite ,\ < 2 17
2.2.4. Longueur induite \ 3 19
Chapitre 3. Classiflcation des graphes asymétriques minimaux de
longueur induite 3 22
3.1. Types de voisinage admissibles et compatibilité 22
3.2. llmination des sommets de niveaux supérieurs 27
3.3. Suite et fin de la démonstration 61
Bibliographie 67
Annexe A. Compatibilité entre les types de voisinages admissibles A-i
viii
LISTE DES FIGURES
1.1.1 Un graphe 5
1.1.2 Longueur induite vs diamètre 7
2.1.1 Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 5 12
2.1.2 Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 4 13
2.1.3 Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 3 14
3.1.1 Types de voisinage admissibles 24
3.1.2 Élimination de A7 25
3.1.3 Q et Q 26
3.3.1 Élimination de A6 65
3.3.2 Élimination de A4 66
ix
LISTE DES TABLEAUX
3.1.1 Tableau de compatibilité des types de voisillage. 27
INTRODUCTION
Un graphe est asymétrique si l’identité est son seul automorphisme. Il est sans
involution si aucun de ses automorphismes n’est d’ordre 2. On dit d’un graphe
qu’il est asymétrique (resp. sans involution) minimal s’il est asymétrique ( resp.
sans involution) et qu’aucun de ses sous-graphes induits propres non triviaux
n’a cette propriété. Les graphes des figures 2.1.1 à 2.1.3 sont asymétriques mi
nimaux et sans involution minimaux. Une conjecture de J. Nesetril [1,21, vieille
d’une vingtaine d’années, stipule que la classe des graphes finis ne contient qu’un
nombre fini, à isomorphisme près, de graphes asymétriques minimaux et que ceux-
ci sont aussi les seuls graphes sans involution minimaux. Cet énoncé peut sembler
étonnant pour deux raisons
(i) À priori, un graphe sans involution minimal n’est pas nécessairement asy
métrique minimal et vice versa.
t ii) Les graphes asymétriques sont en très grande proportion dans la classe
des graphes finis. En fait, il a été démontré par Erd5s et Rényi en 1963 [4j que
presque tous les graphes sont asymétriques.
En travaillant à la résolution de cette conjecture, il s’est avéré utile de sé
parer le problème en quelques cas selon la longueur induite des graphes tc.-à-d.
la longueur d’une plus longue chaîne induite dans le graphe). Il a été démontré
par G. Sabidussi en 1987 [Ï] qu’il n’existe que deux graphes asymétriques mini
maux de longueur induite supérieure ou égale à 5 tfig 2.1.1) et que ces graphes
sont les seuls graphes sans involution minimaux de longueur induite supérieure
ou égale à 5. Ces deux graphes sont en fait de longueur induite 5. Finalement,
il a été démontré par J. Nesetril et G. Sabidussi en 1992 [2] qu’il n’existe que
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sept graphes asymétriques minimaux de longueur induite 4 et que ceux-ci sont
aussi les seuls graphes sans involution minimaux de longueur induite 4 (fig 2.1.2).
Comme il est bien connu (folklore) que tout graphe de longueur induite 2 a une
involution, le but de mes recherches était de démontrer la conjecture de Nesetril
pour le dernier cas demeurant sans preuve, celui des graphes de longueur induite 3.
La technique utilisée pour prouver la conjecture pour le cas des graphes de
longueur induite 3 est somme toute la même que celle utilisée dans les théorèmes
de [11 et [21. Nous considérons un graphe G asymétrique minimal de longueur
induite 3 différent de ceux déjà connus (fig 2.1.3). À l’intérieur de ce graphe, on
se fixe une chaîne induite de longueur maximale en occurence de longueur 3. À
l’aide de certaines propriétés des graphes asymétriques minimaux, il est possible
de montrer que les sommets de G à l’extérieur de la chaîne sont situés de façon à
ce que G ait une involution contredisant le fait que G n’en ait pas. Contrairement
aux théorèmes démontrés dans [Ï] et 12], certains arguments de la preuve feront
appel au complémentaire de G.
Le premier chapitre de ce mémoire sera consacré aux définitions de base de la
théorie des graphes qui seront utilisées tout au long du texte.
C’est dans le deuxième chapitre qu’on retrouve un premier résultat original.
En effet, on montre que tout graphe biparti de longueur induite 3 a une involu
tion, résultat technique utilisé dans la démonstration du théorème principal mais
aussi d’intérêt indépendant. La preuve s’inspire du théorème folklorique sur les
involutions dans les graphes de longueur induite 2.
Finalement, c’est au troisième chapitre qu’on retrouve chacune des étapes
menant à la preuve de la conjecture de J. Nesetril pour le cas des graphes de
1Comme la preuve de ce théorème est extrêmement longue, certains détails techniques ont
été omis dans 121. Pour une version complète de la preuve, veuillez vous référer au preprint (51
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longueur induite 3. Les détails sont nombreux, techniques et répétitifs. Nous avons
eu recours au logiciel GAP pour la recherche des sous-graphes interdits.
Chapitre Ï
QUELQUES NOTIONS EN THÉORIE DES
GRAPHES
Le but de ce chapitre est de familiariser le lecteur avec certaines notions de
la théorie des graphes qui nous seront utiles tout au long du mémoire. Comme
nous allons parler plus tard de graphes asymétriques minimaux, les notions de
sous-graphe induit et d’automorphisme de graphes seront les définitions les plus
importantes pour une bonne compréhension du sujet.
1.1. NoTioNs DE BASE
1.1.1. Graphes et sous-graphes induits
Tout au long du mémoire, les graphes seront finis et simptes, c’est-à-dire sans
arêtes multiples ni boucles.
Un graphe fini G = (V E) est défini par l’ensemble fini V dont les éléments
sont appelés sommets de G et par l’ensemble E dont les éléments sont appe
lés arêtes de G. Une arête e de l’ensemble E est définie comme une paire non-
ordonnée de sommets de G. On appelle ces sommets, les extrémités de e. On dira
que deux sommets x et y de G sont adjacents s’il existe une arête dans G qui a x
et y comme extrémités. On écrira alors xEy. Si x et y ne sont pas adjacents, on
écrira xty. Soit e, une arête de G ayant x et y comme extrémités, on écrit donc
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e = [x, y]. Tout au long de ce mémoire, nous noterons N, l’ensemble des voisins
d’un Sommet X V(G), c’est-à-dire,
{y V(G) xEy}.
Le degré du sommet x est la cardinalité de N.
On dit d’un graphe qu’il est discret s’il ne contient aucune arête. Un graphe
est trrnat s’il possède au plus un sommet. Finalement, G est biparti s’il existe
une partition des sommets de G en deux ensembles A et B telle que toute arête
de G a une extrémité dans A et l’autre dans B.
____p
FIG. 1.1.1. Un graphe
Soient G et H deux graphes. On dit que H est un sous-graphe induit de G si
l’ensemble des sommets de H, noté V(H), est contenu dans V(G) et que E(H)
est constitué de toutes les arêtes de G dont les deux extrémités sont des sommets
de H. Donc, étant donné un sous-ensemble X C V(G), on peut considérer (X),
le sous-graphe de G induit par X.
1.1.2. Distance, diamètre et longueur induite
Au cours des prochains chapitres, on aura parfois besoin de connaître la dis
tance entre deux sommets d’un graphe ou entre un sommet et un sous-graphe
induit d’un graphe.
Avant de définir ces deux concepts. nous aurons besoin de la notion suivante.
Soient u et u deux sommets distincts d’un graphe G. Une chaîne de u à u
dans G est une suite P = X0, x1, X2,
...,
ii,, de sommets distincts de G tels que
c0 = u. = e et ŒEX+i pour tout j { y — i}. La Ïonecur de Ja chaîne
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P, notée t(P), est le nombre d’arêtes qu’elle possède, c.-à-d. 1(P) k.
On dit qu’un graphe G est connexe si pour toute paire de sommets u, u E
V(G), il existe une chaîne P reliant u et u. Lorsque G est non connexe, chacun
de ses sous-graphes induits connexes maximaux par rapport à l’inclusion de G se
nomme composante connexe de G.
Si G est un graphe connexe, on définit la distance entre u et e, deux sommets
de G, de la manière suivante. Notons d’abord P(u, e) l’ensemble des chaînes
reliant u et u dans G. On pose alors
d(u,e) min{t(P) P E P(u,v)}.
Si H est un sous-graphe induit de G et u un sommet quelconque de G , nous
définissons la distance de u à H de la manière suivante
d(u, H) : min{d(u, u) e E V(H)}.
Soit x, un sommet de G. Il est possible de partitionner V(G) selon la distance
des sommets à x. Notons
:= {y E V(G) d(y,x) — k}, k E N.
On appelle ces ensembles les classes de distance de G par rapport à x.
Soit x, un sommet de G. On définit l’excentricité de x de la manière suivante
e(x) := max{d(x,y) y E V(G)}.
Le diamètre d’un graphe connexe G, noté 5(G), est la distance maximale entre
deux sommets de G. C’est-à-dire,
(G) := max{d(u,u) u,v E V(G)}.
On remarque que le diamètre peut aussi être défini comme le maximum des
excentricités,
(G) = max{e(u) u E V(G)}.
Une chaîne induite dans G est une chaîne x0, ..., x telle que le sous-graphe
de G formé des sommets et des arêtes de la chaîne est induit.
z
La tongueur induite d’un graphe G (connexe ou non), notée )(G), est la lon
gueur d’une plus longue chaîne induite dans G.
L’observation suivante est évidente
Remarque 1.1.1. Soit G, un graphe connexe quelconque. Alors 6(G)
En général, ces deux paramètres ne sont pas égaux. La figure 1.1.2 montre un
exemple de graphe où le diamètre est 2 et la longueur induite est k. Nous pouvons
donc prendre k aussi grand que l’on veut pour remarquer que la différence entre
la longueur induite d’un graphe et son diamètre peut être arbitrairement grande.
X0 X1 X2 X3 Xk] Xk
FIG. 1.1.2. Longueur induite vs diamètre
1.2. AUTOMORPHISMES
1.2.1. Automorphismes et graphes asymétriques
Soit G = (V E), un graphe quelconque. Un autornorphisme de G est une
fonction bijective u: V(G) —* V(G) telle que pour tous x, y V(G)
xEy u(x)Eu(y).
En d’autres mots, u est une permutation des sommets de G qui préserve la struc
ture du graphe, c.-à-d. l’acijacence. L’ensemble des automorphismes cFun graphe
G fonne un groupe sous la composition de permutations. On note ce groupe
Aut(G). Une involution de G est un automorphisme d’ordre 2.
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Soit G, un graphe et u, ‘e e V(G). S’il existe un automorphisme u tel que
o-o ‘e. on dit que les sommets u et ‘e sont semblabÏes.
Les graphes dont le groupe d’automorphismes se réduit à l’identité seulement
sont dits asymétriques. En d’autres mots, on dit qu’un graphe est asymétrique
si chacun de ces sommets n’est semblable qu’à lui-même. La figure 1.1.1 montre
un exemple de graphe asymétrique. Les graphes asymétriques forment une très
grande classe de graphes. En fait, il a été démontré par Erds et Rényi [1 que
presque tous les graphes sont asymétriques. Cette affirmation signifie que
uni = 1
n—œ
où A désigne l’ensemble des graphes asymétriques d’ordre n à isomorphisme près
et G désigne l’ensemble des graphes d’ordre n à isomorphisme près, l’ordre d’un
graphe étant son nombre de sommets.
1.2.2. Graphes complémentaires
Soit G et H, deux graphes. On dit que H est le complémentaiTe de G si
V(H) = V(G) et si pour tous x,y e V(H) distincts,
xEy dans H == xÈy dans G.
011 note alors H = G.
Lemme 1.2.1. Pour tout graphe G, A’at() Aut’G).




c.-à-d. u est un automorphisme de si et seulement s’il est un automorphisme
deG. D
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Ell particulier, on remarque ici qu’une involution de G demeure une involution
dans G.
1.2.3. Clumps
Définition 1.2.1. Soit G, un graphe quelconque. Un ctump de G est un sous-
ensemble A C V(G) tel que pour tous x, y E A,
Nx\ANy\A.
En d’autres mots, les sommets de A ont un voisinage constant à l’extérieur de A.
On remarque qu’un graphe G quelconque contient toujours quelques clumps.
En effet, soit x E V(G), nous avons que le singleton {x} est un clump de G. De
plus, nous avons aussi que O ainsi que V(G) en entier sont des clumps de G. On
appelle ces trois types les ctumps triviaux de G.
Soit A, un clump de G tel que A 2 et A V(G), on dit alors que A est
un clump non triviat de G.
Le prochain lemme sur les extensions d’automorphismes, quoique trivial, sera
d’une importance capitale lors des prochains chapitres.
Lemme 1.2.2. Soit G, un graphe quelconque et A, un ctump non trivial de G.
Si u E Aut((A)), alors it est possible d’étendre u à un automorphisme de G.
DÉMoNsTRATIoN. Soit G un graphe quelconque et A un clump non trivial de G.
Regardons le sous-graphe induit par les sommets de A. Soit u E Aut( (A)). Soit
p: V(G) ,‘ V(G) définie par p(x) = u(x), pour tout x E A et p(x) = x pour
tout x E V(G) \ A.
1Le seul terme français en usage est intervalle. Emprunté de la théorie des ensembles ordon
nés, il se prête mal à la théorie des graphes. Le terme ctump semble paraître pour la première
fois dans un article de M. Aschbacher [3j.
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Comme A est un clump de G, il est évident que p est un automorphisme de
G. D
Lemme 1.2.3. Soit G, un graphe quelconque et A, ‘un cÏump non trivial de G.
AtoTs, A est aussi un ctump dans .
DÉMONsTRATIoN. Soit x,y e V(G) = V(). Nous savons que dans G, N\A =
N\A car A est un clump de G. Calculons donc le voisinage de x et y à l’extérieur
de A dans . Pour les besoins de la cause, notons le voisinage de x dans G, (N)
et le voisinage de x dans , (N).
Nous avons que:
(N \ A = (V(G) \ A) \ ((N)G \ A)
(V(G)\A)\((N)G\A)
= (N)\A




Dans ce chapitre, il sera question de graphes asymétriques minimaux. En fait,
après avoir défini ces objets et énoncé quelques-unes de leurs propriétés, nous
entamerons leur classification.
2.1. DÉFINITIoN ET PROPRIÉTÉS
Définition 2.1.1. (i) Un graphe G est un graphe asymétrique minimal s’il est
asymétrique et que tous ses sous-graphes induits non-triviaux ont au moins un
automorphisme autre que l’identité.
(ii) On dira que G est un graphe sans involution minimal s’il n’admet aucune
involution mais que tous ses sous-graphes induits non-triviaux en ont au moins
une.
Les figures 2.1.1 à 2.1.3 montrent la liste des 18 graphes asymétriques mini
maux qu’on retrouve dans [2]. On remarque aussi que ces graphes sont aussi sans
involution minimaux. Comme le montrent les figures, M et M2 sont de longueur
induite 5, IV[3 à Mg sont de longueur induite 4 et les ileuf derniers, de longueur
induite 3.
1En fait, nous avons complété la liste disponible dans [2] en ajoutant les complémentaires
de certains graphes.
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En observant ces graphes, on remarque que ceux-ci sont tous connexes et
qu’ils sont tous par paire de complémentaires. En effet, M1 = V14, M2 =Vi,
M3 17u, M4 = 1716, M5 = M6, M.3 = 17io, 11(8 = 17n, M9 = M15 et
M11 = 11412.
À remnrquer que M4 et V n’ont pas nécessairement la même longueur induite.
En fait, M5 et M6 ainsi que M11 et M12 sont les seules paires de complémentaires
ayant la même longueur induite.
M
2


















FIG. 2.1.3. Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 3
Démontrons maintenant quelques propriétés des graphes asymétriques mini
maux.
Lemme 2.1.1. Si G est un graphe asymétrique minimal (resp. sans involution
minimal), ators , te comptémentaire de G, est aussi asymétrique minimal (Tesp.
sans involution minimal).
DÉMoNsTRATIoN. Pour montrer ceci, on utilise le lemme 1.2.1. Comme un sous-
graphe induit de est le complémentaire du sous-graphe de G induit par les
mêmes sommets, les groupes d’automorphismes des sous-graphes induits de
sont égaux à ceux des sous-graphes induits par les mêmes sommets dans G. Ceci
montre que si G est asymétrique minimal, l’est aussi. L’argument fonctionne
aussi pour les graphes sans involution minimaux. D
La prochaine propriété des graphes asymétriques minimaux jouera un rôle clef
lors de leur classification.
Lemme 2.1.2. Si G est un graphe asymétrique minimal ou sans involution m
nimaÏ, alors G ne contient aucun ciump non trivial.
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DÉMONSTRATION. Pour démontrer ceci, on utilise le lemme 1.2.2. sur les exten
sions d’aiitomorphismes.
Supposons le contraire. Soient G, un graphe asymétrique minimal et A, un
clump non-trivial de G, alors, par la définition de graphe asymétrique minimal,
(A) a un automorphisme qui diffère de l’identité. En étendant cet automorphisme
à G, on obtient que G a un automorphisme non-trivial. Ceci contredit le fait que
G est asymétrique. Pour le cas des graphes sans involution minimaux, il suffit
de remarquer que si G est un graphe sans involution minimal et A, un clump
non-trivial de G, il est clair qu’en étendant une involution de (A) à G en entier,
on obtient une involution de G. D
Corollaire 2.1.1. Si G est un graphe asymétrique minimal ou sans involution
minimat, alors G est connexe.
DÉMONSTRATION. Supposons donc le contraire. Soit G un graphe asymétrique
minimal non connexe. Il est clair qu’au moins une composante connexe de G est
non triviale car si G contient parmi ses composantes connexes deux singletons,
la transposition de ceux-ci constituerait un automorphisme de G qui diffère de
l’identité. Donc, si H est une composante connexe non triviale de G, alors V(H)
est un clump non trivial de G, ce qui contredit le lemme précédent. On remarque
que l’argument tient pour les graphes sans involution minimaux. D
2.2. CLAssIFIcATIoN DES GRAPHES ASYMÉTRIQUES MINIMAUX
Voici la conjecture proposée ([1], [2])
Conjecture 2.2.1. La classe des graphes finis ne contient qu’un nombre fini
à isomorphisme près de graphes asymétriques minimaux. Ces graphes sont par
surcroît les seuls graphes sans involution minimaux.
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Cette affirmation peut paraître à l’encontre de notre intuition compte tenu de
la très grande proportion de graphes asymétriques clans la classe des graphes finis.
En travaillant à la résolution de cette conjecture, il s’est avéré utile de sépa
rer le problème en plusieurs cas selon la longueur induite des graphes. En fait,
quelques résultats très intéressants ont été démontrés en ce sens.
2.2.1. Longueur induite ,\> 5
Le premier résultat que nous allons énoncer est dû à G. Sabidussi [11. Ce
résultat se rapporte au graphes de longueur induite supérieure ou égale à 5. On
montre en fait que M1 et M2 sont les seuls graphes asymétriques minimaux de
longueur induite 5, qu’ils sont aussi les seuls graphes sans involution minimaux
de longueur induite 5 et qu’aucun graphe de longueur induite supérieure ou égale
à 6 n’a ces propriétés. En effet, dans [1] on démontre successivement les trois
théorèmes suivants qui sont légèrement plus forts.
Théorème 2.2.1. Si G est un graphe connexe de longueur induite À Z, alors
(i) G contient un des graphes asymétriques minimaux M1, M3, iVI4, M6 comme
sous-graphe induit, ou (ii) G a un clump non trivial, ou (iii) G est une chaîne de
tongueur À ou un (À + 2)-cycle.
Théorème 2.2.2. Si G est un graphe connexe de tongueur induite À = 6, alors
(j) G contient un des graphes asymétriques minimaux M1, M3, M4, M5, M6 comme
sous-graphe induit, ou (ii,) G a un ctump non triviat, ou (iii) G est une chaîne de
longueur 6 ou un 8-cycle ou il consiste en deux pentagones avec exactement une
arête en commun.
Théorème 2.23. Si G est un graphe connexe de longueur induite À = 5, alors
(i) G contient un des graphes asymétriques minimaux i = 1, ..., 7, comme
sous-graphe induit, ou (‘ii) G a un clamp non trivial, ou (ni,) G u une invoiniion.




























































